KHBL TD 3 : Projecteurs et symétries 2025-2026

*
Exercice 1 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel.

1) Montrer que p € L(E) est un projecteur si et seulement si p? = p, et que dans ce cas p est la projection sur Im(p)
parallelement & Ker(p).

2) Montrer que si p est un projecteur, on a ’équivalence suivante pour tout vecteur x dans E :

x € Im(p) < p(x) =z

En déduire que Im(p) = Ker(p — Idg).

3) Montrer que s € L(E) est une symétrie si et seulement si s> = Idg, et que dans ce cas s est la symétrie par rapport
a Ker(s — Idg) dans la direction de Ker(s + Idg).

*
Exercice 2 Voir correction —

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie et soit p € L(E).
1) Montrer que ¢ = idg — p est un projecteur si et seulement si p est un projecteur.
Exprimer dans ce cas Ker(q) et Im(q) en fonction de Ker(p) et Im(p).
2) Montrer que s = idg — 2p est une symétrie si et seulement si p est un projecteur.

Exprimer dans ce cas Ker(s —idg) et Ker(s + idg) en fonction de Ker(p) et Im(p).

* %
Exercice 3 Voir correction —

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de E de dimension
n — 1. Montrer que l'intersection de n — 1 hyperplans de E est non nulle.

* *
Exercice 4 Voir correction —

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, et soit f € L(E, F).

Soient F1, Ea, ..., E, des sous espaces vectoriels de E et Fi, F5, ..., F}, des sous espaces vectoriels de F'.
1) Montrer que f(Ey + Es+ -+ E,) = f(E1) + f(E2) + -+ f(En)
2) Montrer que si f est injective et que la somme des E; est directe, alors la somme des f(FE;) est directe.
3) Montrer que f~Y(Fy) 4+ fH )+ -+ fUF,) C Y (Fi+ Fa+ -+ F)
4) Donner un exemple dans lequel l'inclusion précédente est stricte.

*
Exercice 5 Voir correction —

Soit E = C°([0, 7], R), 'ensemble des fonctions continues de [0; 7] dans R.

Soient F' = Vect (cos|jo,x];sinjo,x)) €t G = {f € CO([0,7],R) | f(0) = f(r/2) = f(m)}.
1) Montrer que E=F &G
2) Soit p la projection sur F' parallelement & G. Déterminer p(f) pour f € E.

*
Exercice 6 Voir correction —

Soit E = R3 et soient F' = Vect ((1,—1,1)) et G = {(z,y,2) € R3 | 22 —y — 2 = 0}.
1) Montrer que E=F ® G

2) Soit s la symétrie de E par rapport & F dans la direction de G. Déterminer la matrice représentative de s dans la
base canonique de R3.

*
Exercice 7 Voir correction —

(ENS 2022) On considére l'ensemble
F= {($17~-~7$2n ERY |y — o443 —Ta+ -+ + Tan_1 — Ton = 0}

et le sous-espace vectoriel G de R?" engendré par le vecteur u = (1,—1,1,—1,...,1, —1).

1) a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R?".
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b) Calculer sa dimension.
2) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R?".
3) Soit x € R?".
a) Donner le projeté de x sur F' parallelement a G
b) Donner le symétrique de x par rapport a F' le long de G.

*
Exercice 8 Voir correction —

Soit n un entier non nul. On note tr 'application trace définie par tr : M, (R) = R, (m; ;)1<ij<n — Z?zl My ;.
1) Montrer que M, (R) = Vect (I,,) @ Ker(tr).

2) On considére p € L(M,,(R)) le projecteur sur Vect (I,,) parallelement a Ker(tr). Que vaut p(M) pour une matrice
M € M, (R)?

* %
Exercice 9 Voir correction —

Soit m un entier non nul et soit £ = R, [X]. On considére l'application v : E — R;[X], P — P(0)X + P(1)
1) Montrer que u € L(E,R;[X])
2) Montrer que F = R;[X] @ Ker(u)

*
Exercice 10 Voir correction —

Soit E' un un R-espace vectoriel de dimension finie, soit s € L(E) une symétrie de E et soit u € L(E) quelconque.
Montrer que u et s commutent si et seulement si Ker(s —id) et Ker(s + id) sont stables par w.

* *
Exercice 11 Voir correction —

E un R-e.v. de dimension n > 1 et soit s € L(F) une symétrie. Montrer que n — tr(s) est un entier pair.

* *
Exercice 12 Voir correction —

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient p, ¢ € L(E) deux projecteurs tels que Im(p) C Ker(q).
Onposer=p+qg—pog.

1) Montrer que r est un projecteur.

2) Montrer que Ker(r) = Ker(p) N Ker(g) et que Im(r) = Im(p) & Im(q).

* *
Exercice 13 Voir correction —

Soient p,n > 1 deux entiers, f € L(R™,RP) et g € L(RP,R™) tels que g o f est un projecteur de rang p.
1) Montrer que rg(g) < p
2) En déduire que Im(g o f) = Img et que Kerg = {0}
3) Montrer que pour tout x € RP, g(f(g(z))) = g(x)
)

4) Montrer que f o g = idge.

Le coin des Khiibes
* X %
Exercice 14 Voir correction —

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N* et soient a et b deux symétries de E.
1) Développer et simplifier (a + b) o (@ — b) et (a —b) o (a + b).
2) Montrer que Im(aob—boa) C Im(a + b) NIm(a — b)
3) Montrer enfin que Im(aob—boa) =1Im(a+b) NIm(a —b).
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* X %
Exercice 15 Voir correction —

Soit n > 1 un entier.
1) Montrer que s : R, [X] — R,[X], P(X) — P(1 — X)) est une symétrie.
2) Soit P € R, [X]. Montrer que les deux assertions suivante sont équivalentes :
(i) Vz e R, P(1 —z) = P(x)
(ii) la courbe représentative de P est symétrique par rapport a la droite z = %
3) Montrer que P € Ker(s — Idg, [x]) si et seulement si le polynome Q(X) = P(X + ) définit une fonction paire.
4) Montrer qu’une fonction polynome est paire si et seulement si tous ses termes de degré impair sont nuls.
5) Vérifier que ¢ : R, [X] — R, [X], P(X) — P(X+3) est un automorphisme et en déduire une base de Ker(s—Idg,,x])
6) En raisonnant de fagon analogue, déterminer une base de Ker(s + Idg (x])

* X %
Exercice 16 Voir correction —

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. Soit s un endomorphisme de FE
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) sos=1dg
(ii) s #Idg
(iii) s # —Idg
On considére I'application ¢ définie par ¢ : L(E) — L(E), f + 3(so f+ fos).
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de L£(E).
2) Montrer que s est diagonalisable et que son spectre est égal & {—1,1}.
On notera dans la suite E; (resp. E_1) le sous-espace propre de s associé a la valeur propre 1 (resp. —1).

3) Soit f € L(E). Montrer 1’équivalence suivante :

feKer(p) <= f(E1) CE_1 et f(E_1)CEy
4) Soit A une valeur propre de ¢. Soit f € L(E) un vecteur propre associé. Soit x € E;. Déterminer une relation entre
f(x) et s(f(z)). Méme question pour x € E_;.
5) Montrer que le spectre de ¢ est inclus dans {—1,0,1}.
6) Déterminer un polyndéme P € R[X] de coefficient dominant égal & 1 et de degré 3 tel que P(yp) = 0.
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Correction des exercice

Correction de ’exercice 1 : Ce sont des questions de cours :

1) Si p est un projecteur, alors il existe F' et G supplémentaires dans F tels que p est la projection sur F' parallelement a

G.

Pour tout  dans E , on écrit x = 2 + x¢ avec 2 € F et z¢ dans G, donc p(x) =z et :

p(p(z)) = pzp) = xp

d’ott p(p(z)) = p(z). On a bien p? = p.

Réciproquement, supposons que p? = p. Pour tout # dans E on peut écrire * = z — p(x) + p(z) et remarquer que
p(z — p(x)) = p(z) — p*(x) = p(x) — p(z) = 0 donc = — p(x) € Ker(p). Ainsi = € Ker(p) + Im(p). De plus, si
z € Ker(p) N Im(p), alors z = p(z’) pour un certain 2’ dans E, et p(z) = 0 donc p*(z’) = 0 et donc z = p(z’) = 0 car

2(p) — !
p(a") = p(a).
On a donc E = Ker(p) + Im(p) et Ker(p) NIm(p) = {Og} donc Im(p) et Ker(p) sont supplémentaires dans E. Enfin,

pour tout x dans E, p(x) est la composante de x dans Im(p) donc p est bien la projection sur Im(p) parallelement a
Ker(p).

2) Si p est un projecteur, alors c’est la projection sur Im(p) parallelement & Ker(p).
Pour tout x dans Im(p) on a = p(x’) pour un certain 2’ € E, donc p(z) = p?(z') = p(z’) = .
Réciproquement, si x = p(x) alors x appartient & Im(p) par définition. On a donc bien

x € Im(p) <= p(x) =z

pour tout vecteur x dans F.

3) Supposons que s est une symétrie et montrons que s? = Idg.

Soient F' et G supplémentaires dans E tels que s est une symétrie par rapport a F' le Dans la direction de G. Pour tout
vecteur x de F il existe zp € F et xg € G tels que

rT=Ifr + g
et on a:
s(z) =axp —zqg
d’ott :

s*(z) = s(ep —xg) =xp +20 =T

donc s? = Idg.
Supposons que s? = Idg et montrons que s est une symétrie. Pour tout vecteur = dans E, on peut écrire :

1 1
z=—(z—s(z)) + z(z+ s(z)
2 2
en remarquant que s(z — s(z)) = s(z) — s?(x) = s(z) —x = —(z — s()) et que s(z + s(x)) = s(x) +x =2+ s(x), on a
x—s(x) € Ker(s+1dg) et ©+ s(z) € Ker(s—Idg). On a donc montré que E = Ker(s+Idg) + Ker(s —Idg). Montrons
que cette somme est directe : soit z € Ker(s + Idg) N Ker(s — Idg), alors s(x) = —z et s(x) = z donc x = —z et donc

x = 0. Finalement : F = Ker(s + Idg) @ Ker(s — Idg).
Enfin, comme on I’a déja observé, pour tout x € E on a :

s(a) =5 (o - ) + (o +5(0))
1 1
- i(s(x) — )+ i(s(x) + z)

1 1
= —5(@ = (@) + 5 (= + 5(z)

donc s est bien la symétrie parallelement & Ker(s — Idg) dans la direction de Ker(s + Idg).

Correction de 1’exercice 2 :
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1
q est un projecteur <= (id — p)> =id — p
«—id? —idop—poid+p?> =id —p
—id—2p+p?>=id—p
—=pi=p
<= p est un projecteur
De plus, on a alors
x € Ker(q) <= (id —p)(z) =0
<~z —p(z)=0
= plz)==x
< z € Im(p) car p est un projecteur
et
z €Im(q) <= q(x) == car ¢ est un projecteur
—z—pl)==x
= p(x) =0
— z € Ker(p)
donc ’ Ker(q) = Im(p) et Im(p) = Ker(q). ‘
2)

s est une symétrie <= (id — 2p)* = id
—id—4p+4p* =id
=p=p
<= p est un projecteur
Dans ce cas on a
x € Ker(s —id) <= s(z) =z
—z-2p(z)==
<~ p(z)=0
<= z € Ker(p)
et
x € Ker(s +1id) <= s(z) + =0
—=z-2p(x)+z=0
= px)==z

<~ z € Im(p) car p est un projecteur

donc ’ Ker(s —id) = Ker(p) et Ker(s + id) = Im(p) ‘

Correction de ’exercice 3 : Il faut avoir 1'idée de montrer par récurrence que pour tout entier p, 1 < p < n — 1,
dim(HyN---NH,) >n—psi(Hi,...,Hy,—1) est une famille d’hyperplans. Notons P(k) cette propriété.

Pour k = 2, dim(H; N Hy) = dim(H;) + dim(Hz) —dim(H; + Hy) > n—14n—1—-n=n—2 car H; + Hy C E donc
dim(H; + Hs) < n. La propriété est donc vraie pour n = 2.
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Supposons que P(k) soit vraie pour un entier k& donné, alors

dlm(HlﬁHgﬂmHk+1) :dlm(HlmHgmmHk)+dlm(Hk+1)fdlm((H1 ﬂHQﬂmHk)+Hk+1)
>n—k+n—1—n

>n—(k+1)

par hypothése de récurrence et car dim((HyNHzN---NHy)+Hgy1) < n d’apres Uinclusion ((HiNHeN---NHy)+Hpy1 C E.
Ainsi le résultat est vrai pour tout entier k donc I'intersection de n — 1 hyperplans de E est de dimension supérieure ou égale
an—(n—1)=1, donc non nulle.

Correction de ’exercice 4 :

1)

1)

Montrons l'inclusion dans le sens direct

Soit y € f(E1+ Ea+ -+ E,). Alors il existe ¢ € Ey + Es + -+ E,,, y = f(z) donc il existe (x1,22,...,2,) €
EixEyx---XE,telquey = f(z1 +z2+ - +x,) = f(x1) + flwe) + -+ f(zn) € f(E1) + f(E2) + -+ f(En)
donc f(Ey + Ex+---+ Ey) C f(E1) + f(E2) + -+ f(En).

Montrons l'inclusion réciproque. Soit y € f(E1)+ f(E2) +---+ f(Ey). Il existe (Y1, Y2, -, Yn) € f(E1) X f(E2) X -+ %

f(Ey) tel que y = y1 + y2 + -+ + yn, donc il existe (z1,22,...,2,) € E1 X Ea X -+ x E, tels que Vi € {1,2,...,n},
yi = f(z;) et ainsiy = f(a1)+f(z2)+ -+ f(xn) = f(x1+x2+- - -+x,) car f est linéaire. Ainsi, y € f(E1+FEa+---+Ey)
donc f(Er) 4 f(E2) + -+ + f(En) C f(Er+ Ex + -+ + En).

Supposons [ injective et F1, Ea,. .. F, en somme directe.

Soit (y1,¥2,---,yn) € f(EL) x f(E2) x -+ x f(Ey) tels que y1 +y2 + -+ yp =0

Alorsil existe (1, z2,...,2,) € EyxEyx---xEp, telsque Vi € {1,2,...,n},y; = f(z:), et f(x1)+f(z2)+ -+ f(zn) = 0.
Ainsi, f(x1 +x2+ -4+ 2,) =0donc z1 + 29+ -+, = 0 car f est injective. Or les E; sont en somme directe donc
1 =x9="---=z, =0. On en conclut que y; = y2 = --- =y, = 0 donc que les f(E;) sont en somme directe.

Soitz € f~UFY) + fHF2) + - + fTH(EFp). Wl existe (w1,22,...,2p) € FTHFY) x f7H(Fy) x -+ x f71(F,) tels que
T=x1+ T2+ +xp, et f(x) = flz)+ fz2) + -+ flap).

Par hypothése sur les x;, on a f(x;) € F; pour tout ¢ € {1,2,...,p}, donc f(x) € Fi + F> +--- + F,. On en conclut
quex € fTH(Fy+ Fo+-+-+ Fp), donc que f~Y(F) + fUFR)+ -+ fUF,) Cf Y (R +F+- - +F),).

On consideére E = R% et f € L(E, E) la projection sur Vect ((1,0)) parallélement & Vect ((0,1))

On pose I} = Ker(f) et Fy = Vect ((1,1)) (faire une figure). Alors f~1(Fy) = {0} et f~1(F2) = {0}, mais 1 ® F, = F
donc f~1(Fy + Fy) = E. Ainsi, Uinclusion f=1(F1) + f~1(Fa) C f~1H(F1 + F») est stricte.

Correction de 1’exercice 5 :

)

Soit f € FNG. 1l existe (a,b) € R? tels que Vx € [0,7], f(z) = acosz + bsinz. De plus, f(0) = f(r/2) = f(r). Or
f(O):CL, f(ﬂ—/2):bv et f(w):_a'

a = —a entraine a = 0 et donc b = f(7/2) = f(0) = a =0, ainsi f = 0. On en conclut que F NG = {0g} donc F et G
sont en somme directe.

Remarque : F n’est pas de dimension finie, on ne peut pas raisonner sur les dimensions pour conclure.

Montrons que E = F + G Soit f € E, raisonnons par analyse-synthése et supposons qu'il existe (a,b) € R? et g € G

tels que Vz € [0, 7], f(x) = acos(z) + bsin(z) + g(z).

Alors
f(0) = a+g(0)
f(m/2) = b+g(n/2)
fm) = —a+g(m)
en posant ¢ = ¢g(0) = g(w/2) = g(m), on a donc
ate = f(0)
b+c = f(n/2)
—ate = f(m)
qui équivaut a
O - i)
2
TRV (U (/LT B (VR [
IO+ @)
2
Réciproquement, soit f € F, posons a = 1) ; f(m) et b= 2f(x/2) —5(0) — f(ﬁ), et posons pour tout z € [0, ],

g(x) = f(x) — acos(z) — bsin(x).

o
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Alors Vx € [0, 7], f(x) = acos(x)+bsin(x)+g(x) par construction, g est continue comme somme de fonctions continues,

et
9(0) = f(0) —a
B (VR s
_(0) + f()
2
g(m/2) = f(m/2) = b
A (/LR (VR
_ (0) + f(x)
2
et
g(m) = f(m) +a
_FO) + f(m)
2

donc ¢(0) = g(7/2) = g(). Ainsi, g € G. Finalement f € F + G donc E C F + G. L’inclusion F + G C E est évidente
car toute somme de fonctions continues sur [0, 7] est continue sur [0, 7].

2) D’apres la question précédente, pour toute fonction f € F,

2f(r/2) — f(0) — f(m)

p(f) :[0;7] — R, z+— 5

sin(x)

Correction de 1’exercice 6 :

1) Soit (z,y,2) € FNG. Alors Ja € R, (z,y,2) =a-(1,—1,1) = (a, —a,a). Comme (z,y,2) € Gona2a—(—a)—a=0
donc 2a = 0 donc @ = 0. Ainsi (z,y,2) = (0,0,0), donc F et G sont en somme directe.
Soit (z,y, z) € R3. On raisonne par analyse-synthése en supposant qu’il existe a € R et (2,3, 2') € G tels que

(:c,y,z) = (a7 _aaa) + (‘r/ﬂylvz/)
Alors (¢',y',2') =(x —a,y+a,z—a) avec 2(x —a) — (y+a) — (z —a) = 0 donc 2z —y — z = 2a donc

20—y —z
Q= ——"

2
On en déduit que
@y ) = y+z 2z4+y—2 —2x+y+ 32
7y ) - 2 b 2 b 2
Réciproquement, pour tout (x,y,z) € R, en posant a = 2"”721’72 et (a/,y,2') = (y;z7 2I+2y72, 72“;?”&) on a bien

(.’IJ, Y, Z) = (a’7 —a, a) + ((E/, y/7 Z/)

d’apres les calculs précédents, et (z/,y,2’') € G car

o y+z_2:r—|—y—z_ —2x+y+ 32

2
2 2 2

donc (z,y,2) € F+ G.
Finalement £ = F & G.
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2) Pour tout (x,y,2) € R3, on sait d’aprés la réponse & la question précédente que

2—y—2z 22ox—y—2z 20—y—2=2 y+z 2x+y—z2 —2x+y+3z
(xvyﬁz): 2 s 2 ) ) +

2 7 2 ’ 2
eF e
On a donc
20 —y—2z 2ox—y—z 20—y—2z y+z 2z4+y—z2 —2x+y+32
s(x,y,z) = s ) - ) )
2 2 2 2 2 2
(22 —-2y—2z —dr+2z dv—-2y—4z
B 2 o2 2
=(x—y—2z-2x+22x—y—2z2)
1 -1 -1
donc la matrice représentative de s dans la base canonique de R3 est | =2 0 1
2 -1 =2

Correction de ’exercice 7 :
1) a) F est 'ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene de 1 équations & 2n inconnues de rang 1, donc c’est
un sous-espace vectoriel de dimension 2n — 1 de R?™.
b) On peut aussi voir F' comme le noyau de P’application linéaire f : R?" - R, (T1y ey Top) > X1 — Ty + X3 — Tg +
-+ + Xap—1 — Ta,. Cette application est non nulle donc elle est de rang 1 (car Im(f) C R et dim(Im(f)) > 0),
donc d’apres le théoréme du rang dim(F) = dim(Ker(f)) = 2n —rg(f) = 2n — 1.
2) Siv=(z1,...,¥2,) € FNG alors il existe un réel A tel que v = A donc v = (A, =\, A, =X, ..., A\, —A). Comme v € F on
a:

A=) FA=(N+--+A=(=A)=0
donc
2nA =0
et donc A = 0, d’ott v =0 et on en conclut que F NG = {Ogzn }.

F et G sont en somme directe donc dim(F+G) = dim(F&G) = dim(F)+dim(G) = 2n—1+1 = 2n. Comme F+G C R?*"
on en déduit par inclusion et égalité des dimensions que F + G = R?". On a donc montré que R*" = F @ G.

3) Soit x = (1, ..., 72,) € R?™. Supposons qu'il existe un vecteur y = (y1, ..., Y2, ) dans F et un vecteur z = (a, —a, ..., a, —a)
dans G (avec a € R) tels que

r=y+=z
Alors
Y1 = 1 —a
Y2 = X2+ a
Yys = T3 —a
Y = T4+ta
Yan—1 = T2apn—-1—0
Yon = ZTopta

et comme y; —y2+ -+ yap-1 — Y2, =0 o0n a:

(1 —a) = (z2+a)+ (xz3—a) — (xa +a)+ -+ (x2p—1 — a) — (x2n, +a) =0

d’ou
T1 —To+T3 —Tg+ -+ Tap—1— Tan

2n

a =

T — X2+ T3 —Tg+ -+ Top—1 — T2n

2n
et y=(r1 —a,x2+a,...,xon_1 — a, Tay, + a) alors on vérifie facilement que y € F et z = (a, —a,...,a,—a) € G et que

x =y + z. Cela donne la décomposition de x dans F' @ G, ainsi :

Réciproquement, pour un vecteur x = (z1, ..., T2, ) donné de R?", si on pose a =

T — X2+ T3 —Tg+ -+ Top—1 —
2n

a) Le projeté de x sur F parallélement a G est (x1—a, zo+a, ..., Top—1—a, Top+a) avec a =

b) Le projeté de x par rapport a F' le long de G est

y—z=(r1—2a,29 + 2a,x5 — 2a, 24 + 2a, ..., Topn—1 — 2a, Tap, + 2a)
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Correction de 1’exercice 8 :

)

2)

Montrons que Vect (I,,) et Ker(tr) sont en somme directe.

Soit M € Vect (I,) NKer(tr). Il existe A € R tel que M = X\ - I, donc tr(M) = n\. Or tr(M) = 0 donc An = 0 et ainsi
A = 0. On en déduit que M = 0, donc finalement que Vect (I,,) N Ker(tr) = {0}.

Montrons que M,,(R) = Vect (I,,) + Ker(tr). On a déja l'inclusion Vect (I,,) + Ker(tr) € M, (R).

Soit M € M, (R). Raisonnons par analyse synthése et supposons qu’il existe A € R et M’ € Ker(tr) tels que M =
AL, + M.

tr(M tr(M
Alors tr(M) = nX\ + tr(M’) = nA. On en déduit que A = (M) et que M' = M — H(M) I,
n n
tr(M tr(M
Réciproquement, pour toute matrice M € M,,(R), en posant A = (M) et M' = M — L-In, ona\-I,+M =M,
n n
(M) tr(M)

et A- I, € Vect (I,,) et tr(M') = tr(M) tr(l,) = tr(M) — x n = 0 donc M’ € Ker(tr). Ainsi, toute
matrice M € M, (R) appartient & Vect (I,,) + Ker(tr), donc finalement M., (R) = Vect (I,,) + Ker(tr).
‘ On en conclut que M, (R) = Vect (I,,) ® Ker(tr). ‘

Remarque : on peut aussi remarquer que dim(Vect (I,)) + dim(Ker(tr)) = 14n—1 = n pour conclure en deux lignes.
tr(M)

D’apres la question précédente, p(M) I,.

Correction de 1’exercice 9 :

1)

Pour tout P,Q € R, [X] et tout A\, u € R?, on a

u(AP + Q) = (AP + pQ)(0)X + (AP + pQ)(1)
= AP(0)X + uQ(0)X + AP(1) + uQ(1)
= AP(0)X + P(1)) + p(Q(0)X + Q(1))
= Au(P) + pu(Q)

donc u € L(E,R[X]).
Soit P € Ry[X] N Ker(u). Il existe ag, a1 € R tels que P(X) = a1 X + ag. Puisque P € Ker(u), on a u(P) = 0 c’est &
dire que le polynéme P(0)X + P(1) est le polynéme nul.

apg = 0

Or P(0)X + P(1) = apX + a1 + ap, ce polynéme est nul si et seulement si (ag,aq) vérifie { o tan = 0
1tap =

{ Z(l) i 8 donc finalement P = 0.
Ainsi Ry [X] N Ker(u) = {0}. On en déduit que Ker(u) et Ry[X] sont en somme directe.

Montrons que R;[X] @ Ker(u) = E. Remarquons d’abord que dim(R;[X]) = 2 et dim(Ker(u)) =n + 1 — rg(u).
Montrons que u est surjective : soit @ = aX + b € R;[X] un polynome fixé. On cherche P = 3"}'_, ar X* € R, [X] tel
que u(P) = Q.

1l suffit d’avoir P(0) = a et P(1) = b, c’est & dire ap = a et > ,_, ax = b. En posant ag = a, a3 =b—a, et a =0
pour tout k£ > 2, on a u(P) =u(a1 X +ag) =aX + (b—a+a) =aX +b=Q, donc P est un antécédent de Q.

Ainsi, rg(u) = dim(R; [X]) = 2, on a donc finalement dim(R; [X]|@Ker(u)) = dim(R; [X])+dim(Ker(u)) = 24+n+1-2 =
n + 1 = dim(R,[z]). L’inclusion R;[X] & Ker(u) C R, [X] entraine donc Ry [X] & Ker(u) = R, [X].

Remarque : Plus simplement, on peut se contenter de minorer la dimension de Ker(u) en constatant que dim(R;[X]) =
2, donc —rg(u) > —2 et ainsi dim(F) —rg(u) > n+ 1 — 2, d’ou dim(Ker(u)) > n — 1 d’apres le théoréme du rang.
Puisque Ker(u) et R;[X] sont en somme directe,

dim(Ker(u)) & (R [X]) = dim(Ker(u)) + dim(R; [ X])
>n—1+2

>n+1

Comme R;[X] & Ker(u) C F et que dim(F) = n + 1 on en déduit que R [X] & Ker(u) = E.

Correction de I’exercice 10 : Sens direct : supposons que u et s commutent.
Soit x € Ker(s—id). Alors s(x) = x, donc u(z) = u(s(z)) = s(u(z)) car u et s commutent. On en conclut que s(u(x))—u(z) =
0, donc u(z) € Ker(s —id). Ainsi, Ker(s —id) est stable par w.

QOB
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Soit « € Ker(s + id). Alors s(z) = —z, donc u(z) = u(—s(x)) = —u(s(x)) = —s(u(x)) car u et s commutent. On en conclut
que s(u(z)) + u(x) = 0 donc u(z) € Ker(s + id). Ainsi Ker(s + id) est stable par wu.

Sens indirect : supposons que Ker(s—id) et Ker(s—+id) sont stables par u. s est une symétrie donc E = Ker(s—id)®Ker(s+id).
Soit z € F, il existe (x1,x2) € Ker(s —id) x Ker(s+1d) tels que = 1 + x4 et s(z) = &1 — x2. Alnsi, u(s(z)) = u(z1) — u(xs)
d’une part, et d’autre part s(u(z)) = s(u(z1)) + s(u(zz)). Or par hypothese, Ker(s —id) et Ker(s + id) sont stables par
u, donc u(z1) € Ker(s — id) et u(zz) € Ker(s 4 id). On en déduit que s(u(x1)) = z1 et s(u(zz)) = —u(z2). Finalement,
s(u(x)) = u(xzy) — u(xz) = u(s(z)), et ceci étant vrai quel que soit € E on en conclut que s et u commutent.

Correction de I’exercice 11 : s est une symétrie donc E = Ker(s — idg) @ Ker(s + idg).

En choisissant une base (e, es,...,e,.) de Ker(s —idg) et une base (€,41,...,¢,) de Ker(s + idg) on obtient une base
B=(e1,...,er,€rq1,...,6n) de E.

. . I, (R
Dans cette base, la matrice de s est la matrice par bloc Matg(s) = ( 0 r | O )

n—r,r ‘ _Infr

Ainsi tr(s) =7 — (n —r) = 2r — n (la trace d’'un endomorphisme ne dépend pas de la base dans laquelle on écrit sa matrice
représentative).

Finalement, n — tr(s) = 2n — 2r = 2(n — r) donc est un entier pair.

Correction de ’exercice 12 :

1) De P'inclusion Im(p) C Ker(g) on déduit que gop = 0.
=(P+qg—pogolptqg—poq)
=p’+pog—p’og+qop+q®—gopog—pogop—pog®+pogopog
=p+poq—poqg+0+¢—0-0—-—pog+0
=p+q—pogq
=r

donc r est un projecteur.

2) Si z € Ker(p) N Ker(g), alors r(z) = p(x) + q(z) — p(g(z)) = 0 — p(0) = 0 donc z € Ker(r).
Réciproquement, si x € Ker(r), alors p(z) + ¢(z) — p(q(x) ( ). En composant par ¢ de chaque coté on obtient
q*(x) =0 car gop = 0, donc ¢q(x) = 0 et ainsi z € Ker(q).
En reprenant 1'égalité (1) on en déduit immédiatement p(z) = 0 donc = € Ker(p), finalement = € Ker(p) N Ker(q).
On a donc bien Ker(r) = Ker(p) N Ker(q).

Mountrons que Im(r) = Im(p) @ Im(q)
Soit x € Im(p) NIm(q). Alors = € Ker(q) car Im(p) C Ker(g), donc x € Ker(g) NIm(qg) et comme ¢ est un projecteur
Im(q) et Ker(q) sont en somme directe donc z = 0. On en déduit que Im(p) N Im(q) = {0}.

Soit x € Im(r). Il existe y € E tel que p(y) + q(y) — p(q(y)) = 2. Or, p(y) + q(y) — p(e(y)) = p(y — q(y)) + q(y) donc
——— ~—~

€lm(p) €lm(q)

z € Im(p) + Im(g). On a montré que Im(r) C Im(p) + Im(q).
Soit maintenant z € Im(p) + Im(q). Il existe z; € Im(p) et x2 € Im(q) tels que z = z1 + x2.
z € Im(r) <= r(x) = x car r est un projecteur. Or on a

r(z) = r(x) + r(zs)

= p(x1) + q(x1) — plg(z1) + p(2) + q(x2) — p(g(x2))

Or, p(z1) = x1 car 1 € Im(p), q(z2) = x2 car 22 € Im(q), et g(x1) = 0 car Im(p) C Ker(g). On a donc

r(x) = x1 + p(a2) + 2 — p(x2)
=21+ T2

donc 7(z) = z, on en conclut que z € Im(r) donc que Im(p) + Im(g) C Im(r), et finalement Im(r) = Im(p) & Im(q).
Correction de ’exercice 13 :
1) D’apres le théoréme du rang, rg(g) + dim(Ker(g)) = dim(RP) = p. Ainsi, rg(g) = p — dim(Ker(g)) < p

2) L’inclusion Im(go f) C Im(g) est évidente. De plus, rg(g) < p et rg(go f) = p par hypothese, ainsi p = dim(Im(go f)) <
dim(Img) < p donc toutes ces inégalités sont des égalités, on en conclut donc que Im(g o f) = Im(g).
Ainsi, Im(g) = p donc dim(Ker(g)) = 0 selon le théoréme du rang, on en déduit que Ker(g) = {0}.
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3) Soit x € RP. Alors g(z) € Im(g) donc g(x) € Im(go f) d’apres la question précédente. On en déduit que go f(g(x)) = g(x)
car g o f est un projecteur.

1) Pour tout = € R, g(f(g(x))) = g(x) done g(f(g(x)) —2) = 0.
on en déduit que pour tout x € R?, f(g(z)) —z € Ker(g) donc f(g(x)) —x =0, et ainsi f(g(z)) = x. On a montré que

fog=Idge.
Correction de l’exercice 14 :
1) Ona:
(a+b)o(a—b)=a®>—aob+boa—b>=—aob+boa
et

(a—b)o(a+b)=a*+aob—boa—b>*=aob—boa=—(a+b)o(a—>b)
2) Soit z € E, (a(b(z)) —bla(x)) = (a—b)o(a+b)(z) = —(a+b)(a—b)(x) d’apres la question précédente donc appartient
aIm(a —b) et & Im(a + b).
3) Réciproquement, soit y € Im(a + b) N Im(a — b). Alors il existe 1,22 € E tels que y = (a + b)(z1) = (a — b)(z2).
On a donc (a — b)(y) = (a — b) o (a + b)(z1) = a(b(x1)) — b(a(x1)) d’'une part, et (a + b)(y) = (a +b) o (a — b)(z2) =
b(a(z2)) — a(b(z2)) d’autre part.
En sommant ces deux égalités on obtient :
2a(y) = (aob—Dboa)(x; — x3)
Or a? = Idg donc en composant par a on trouve :
2y = (a®ob—aoboa)(r; — )

=(b—aoboa)(r; —x2)

= ((boa—aob)oa)(z; — x2)

1
donc y = —3 (aob—boa)(a(xy —x2)) et ainsi y € Im(a 0 b — boa), ce qui prouve I'inclusion réciproque.

Correction de I’exercice 15 :

1) s est clairement un endomorphisme de R,[X] : sAP + Q)(X) = WP+ Q)1 —X) = \P1-X)+Q(1—-X) =
As(P)(X) + 8(Q)(X) et si P = S7_ axX* alors P(1 — X) = S 7_gax(1 — X)% = S0 jar F, (") (~1)’X? donc
deg(P(1 - X)) <mn.

L’égalité s* = id est tout aussi claire : pour tout P € R,,[X] on a s(s(P))(X) =s(P)(1-X)=P(1—(1-X)) = P(X)
donc s(s(P)) = P.

2) Supposons que P(1 — X) = P(X). Alors, P(3+X) = P(1—(3+X)) = P(3—X). On en déduit que la courbe
représentative de P est symétrique par rapport a la droite x = %
Réciproquement, tout polynome qui vérifie P(3 4+ X) = P(3 — X) vérifie P1-X) = P(3 +3-X)=P(3 - (3 - X) =
P(X).

3)

P e Ker(s —id)ssi P(1 — X) = P(X)

1
ssi la courbe représentative de P est symétrique par rapport a la droite z = 5
. , . 1 L < .
ssi la courbe représentative de P(X + 3 est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées
: . I\ .. . .
ssi le polynéme Q(X) =P ( X + 3 définit une fonction paire

4) SiQ ="}_,arX" est un polynéme de R, [X], alors

@ définit une fonction paire ssi Q(X) = Q(—X)

LSJ Xn:aka = zn:ak(f)()k
k=0 k=0
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ssi > ap(XF = (=X)") =0
k=0

n
ssi Y 2mXF =0
k=0
k impair

ssi Vk € [0,n], k impair, ap =0

5) ¢ est clairement une application linéaire de R, [X] dans R, [X] et I'application R,,[X] — R, [X], P(X) — P(X — 3)
est sa bijection réciproque.
D’apres les questions précédentes on a

1
P e Ker(s—1id) ssi Q(X) = P(X + 5) définit une fonction paire

1
ssi Q(X) =P(X + 5) a tous ses termes de degré impair nuls

E(n/2)

1
ssi il existe (qo, G2, - .., @2E(m/2)) € REM/2)H1 6] que P (X + 2) = Z qor X 2F
k=0

ou E(n/2) désigne la partie entiere de n/2.

Ainsi, Ker(s—id) est I'image de F' = Vect (1, X2, X4, ..., X?£("/2)) par I'automorphisme de ¢! : R,,[X] — R, [X], P(X) —
P(X - 1).
Une base de Ker(s—id) est donc (¢~ (1), o~ 1(X?), ..., o~ H(X2E(/2))) "avec pour tout k € [0, E(n/2)] ona ¢~ 1 (X?F) =

(X =P =Ty ()

De méme, P € Ker(s +id) <= P(X)=-P(1 - X) <= P (3+X) =—-P (5 - X).
Ainsi, en posant Q(z) = P (:c + %) on trouve que P € Ker(s + id) si et seulement si @) est impaire, si et seulement si
tous ses coefficients de degré pair sont nuls (exercice).
On en déduit que Ker(s + id) est I'image de F' = Vect (X, X?3,..., X?E(/2=1) par =1 : R,[X] — R,[X],P
P(X —3). Eneffet, P € Ker(s +id) <= P (X + 3) € F < ¢(P) € F < P € ¢ }(F).
Une base de Ker(s + id) est donc (¢ 1(X), " 1H(X3),..., " Y(X2E((r=1)/2)+1)) ayec pour tout k € [0, E((n —1)/2)],
P00 = (T = S (R 2y

Correction de I’exercice 16 :

1) Soient (A, u) € R? et (f,g) € (L(E))?>. On a:

e\ f+p-g)=5(s0o (A +pg)+ (Af +pg)os)

N = N =

(A(sof ~fos) + 5(uls0g —gos)

= Ap(f) + pp(g)

¢ est linéaire et est bien & valeurs dans £(E) donc c’est un endomorphisme de E.
2) Montrons que E = Ker(s — Idg) ® Ker(s + Idg) :
Si 2 € Ker(s — Idg) NKer(s + Idg) alors s(x) = x et s(x) = —z donc = —z d’ott = 0, la somme est donc directe.

1 1
Size E, alors z = i(x +s(x)) + i(x — s(x)) donc = € Ker(s — Idg) + Ker(s — Idg).

eKer(s—Idg) eKer(s+1dg)
On a donc bien E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg). E est somme directe de sous espaces propres associés aux valeurs
propres 1 et —1, donc s est diagonalisable et Spec(s) C {—1,1}.
Puisque s # Idg, 1 n’est pas la seule valeur propre de s, et puisque s # —Idg, —1 n’est pas la seule valeur propre de
s. On a donc bien Spec(s) = {—1,1}.
3) On a

fGKer(cp)<:>%(sof+fos):0

< sof=—fos
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Supposons que f(E1) C E_q et f(E_1) C Ey
Pour tout r =21 +2x_1 € E = FE; ® F_; on a donc d’une part :

s(f(x)) = s(f(x1)) + s(f(2-1)) = =f(21) + f(z1)

car f(x1) € E_1, et d’autre part :

fls(@)) = (f(wr —2x1) = fla1) = flz1)

et f(x_1) € Ey. On a donc bien s(f(z)) = —f(s(x)) pour tout = € E donc f € Ker(yp).
Réciproquement, supposons que so f = —fos. Soit 1 € Eq et z_1 € E_;. Alors 1 = s(x1) donc f(z1) = f(s(z1)) =
—s(f(x1)) . Ainsi f(z1) € E_; donc f(E1) C E_4
De méme, x_1 = —s(x_1) donc f(x_1) = —f(s(z-1)) = s(f(x-1)) d’ou f(x_1) € E; donc f(E_1) C Ej.
)

1
4) Par hypothese, ¢(f) = 5(50f+fos = Af.

Six € Ey on a donc :

1 1
55(F(@)) + 5 F(s(2) = Af (@)
donc
S5U@) + 5 (@) = /(@)
donc
s(f(x)) = (2A—1)f(x)
Size E_jona:
S5(@) + 3 F(s(2) = Af ()
donc
1 1
is(f(»'”)) - if(x) =Af(z)
donc

s(f(z)) = @A+ 1 f(z)

5) On reprend les hypotheses et notation de la question précédente. Puisque f est un vecteur propre de ¢ elle est non
nulle. Comme E = F; @ E_1, f(z) est non nul pour un vecteur x appartenant a E; ou a E_;.
Six € Ey et f(z) # 0, alors f(x) est un vecteur propre de s associé & la valeur propre 2A — 1, donc 2A — 1 =1 ou
2 —1=—-1,donc A=1o0u A =0.
Siz € E_1 et f(z) # 0, alors f(x) est un vecteur propre de s associé a la valeur propre 2A + 1 donc 2\ +1 = 1 ou
22 +1=—-1,donc A=0o0ou A= —1.
Dans tous les cas, on a A € {—1,0,1}, donc Spec(p) C {—1,0,1}.

6) Un candidat possible serait P(X) = X (X —1)(X + 1) = X3 — X, le polynéme dont les racines sont les valeurs propres
possibles de ¢.
On a pour tout f € L(F) :

s(f) = gls0f ~ fos)
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#(0) = (5o (goos - gf0s) = (ysor -3 0s) o)
1 1 1 1
zzf—zsofos—zsofos—i-if

:%(f—sofos)

S3(f>:;<50(;f—;80f08> —(;f—;sofos>os>
1 1 1 1
:Zsoffzfos—zfoerZsof

1
:ﬁ(sof—fos)
=s(f)

Pour tout f € L(E), s3(f) — s(f) = 0 donc s* — s = 0 donc P(s) = 0.

o 9¢
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